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In the analysis of multivariate data it is very important to represent the data

in such a way that the relationships between objects can easily be seen. One
of such methods is the method of trees proposed by Kleiner and Hartigan. In the
paper the principles of this method are explained and some examples showing its

usefulness are described. (On a method of representing multidimentional data).

1. WSTEP

Przy opracowywaniu wynikéw eksperymentalnych jednym z waznych elementdw
Jest zagadnienie przejrzystej ich prezentacji tak, aby utatwié Dbezposred-
nie wychwycenie istotnych informacji. W przypadku danych jednowymiarowych,
a takze dwuwymiarowych, wtedy, gdy daqzymy do zilustrowania réznic bgdZ po-
dobieristw miedzy badanymi obiektami, wystarczajgcym narzedziem jest w za-
sadzie oé liczbowa badZ ptaszczyzna z ukiadem wspoirzednych prostokgtnych,
na ktérych, w zaleznosci od zaobserwowanych warto$ci cech, zaznacza sie
punktami kolejne obiekty.

Rozszerzenie eksperymentu poprzez zwiexszenie liczpy obserwowanych cech
prowadzi do danych wielowymiarowych, ktérych graficzna prezentacja napoty-
ka na znaczne trudnosci, przy czym sg one tym wigksze, im wiekszg liczbe
cech uwzgledniamy w doswiadczeniu. Z drugiej strony ograniczone mozliwosci
bezposredniego odczytania zwigzkéw tgczgcych badane obiekty wielowymiarowe
wprost z tablicy obserwacji wyﬁolujq znacznie wiekszg potrzebe graficznej
prezentacji danych wielowymiarowxch niz jednowymiarowych. Wychodzgc na-
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przeciw temu zapotrzebowaniu, w okresie ostatniego éwieréwiecza  zapropo-
nowano w literaturze .statystycznej szereg metod, polegajgcych, ogdélnie
rzecz biorgc, na przyporzgdkowaniu kazdemu p-wymiarowemu obiektowi pewnego
umownego symbolu.

WSréd metod elementarnych wymienié mozna metodg profili, polegajaca na
wyznaczeniu dla kazdego obiektu szeregu prostokgtéw o statej szerokosci
podstawy i o wysokosciach proporcjonalnych do wartosci kolejnych zmien-
nych, czy metode¢ wielokgtdéw, w ktérej profile zastgpione sg gwiazdami o
odpowiednio dobranych dtugosciach ramion. Metody te, choé skuteczne dla
obiektéw o matej liczbie wymiaréw, stajq sie nieprzydatne, gdy w prezenta-
cji danych chcemy zmienne zgrupowac tak, aby cechy bardziej skorelowane
byly bardziej do siebie zblizZone.

Sposéréd metod zaawansowanych na uwage zastuguje metoda Chernoffa(1973),
w ktérej obserwowane zmienne utozsamia sie z okreslonymi rysami twarzy,
takimi jak: jej owal, dlugos¢ nosa, szerokosé ust, dtugosé brwi itd. W re-
zultacie prowadzi to do przyporzgdkowania badanym obiektom schematycznych
twarzy, ktérych obrazy uzyskiwane sg przy uzyciu komputera. Jak przy tej
okazji zauwaza Chernoff (1973, s.365-366), w ten sposéb powstaje zabawne

odwrécenie postepowania znanego w badaniach nad sztuczng inteligencjs.
Mianowicie, zamiast rozpoznawania za pomocg maszyny cyfrowej twarzy ludzi
w oparciu o ich opis liczbowy, w omawianej metodzie przy rozpoznawaniu
obiektéw opisanych liczbami wykorzystuje sie maszyng do pracochtonnego
rysowania schematycznych twarzy, pozostawiajgc sam proces rozpoznawania

inteligencji cziowieka.

Metoda Chernoffa daje czytelny opis danych wielowymiatowych nawet przy
18 cechach. Stawia. jednak przed uzytkownikiem szereg probleméw wynikajg-
cych przede wszystkim z odpowiedniego przyporzgdkowania zmiennych do ry-
séw twarzy, a takze z koniecznosci stosowania skomplikowanych programéw

rysujacych.
Metodami stosunkowo prostymi i, jak sie wydaje, pozbawionymi wad metod
wyzej przedstawionych sg dwie bliZniacze metody, zaproponowane przez

Kleinera i Hartigana (1981). W jednej z nich obiekty wielowymiarowe repre-
zentuje sig¢ w formie schematycznych drzew, a w drugiej w postaci zaryséw
zamkéw. Metody te mozna uznaé za rozwigzanie kompromisowe. Ich stosowanie
nie jest co prawda wolne od wykonania wstepnych obliczeri, ale z drugiej
strony uwzgledniajq one relacje pomigdzy zmiennymi, zachowujq mozliwoéc
odczytania wartosci cech bezposrednio z symbolu graficznego, a takze mogg
byé uzyte nawet dla obiektéw o duzej liczbie cech. Oczywiscie stwierdzenie
o wzrodcie trudnosci interpretacyjnych wraz ze wzrostem liczby wymiardéw
pozostaje w mocy.

Jedng z tych metod, a mianowicie metode drzew, przedstawimy szczegdélowo
w dalszych paragrafach. Podamy nie tylko zasady wyznaczania odpowiedniego
symbolu graficznego w oparciu o tablice danych, ale takze przedstawimy
przyktady obrazujgce przydatnoéé tej metody.
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2. DRZEWA %

g}ech uzyskane w eksperymencie obserwacje begdg uporzgdkowane w formie
tablicy o n wierszach i p kolumnach, przy czym niech jej wiersze - od-
powiadaja badanym obiektom, a kolumny cechom lub zmiennym. W ten sposéb
kazdy z n obiektéw reprezentowany jest przez punkt w p-wymiarowej prze-
strzeni euklidesowej, wyznaczony za pomocg wektora (wiersza) zaobserwowa-
nych wartosci poszczegdlnych cech lub odwrotnie - kazdej z p cech odpo-
wiada punkt w przestrzeni n-wymiarowej, wyznaczony przez wektor (kolumng)
wartosci zaobserwowanych dla poszczegélnych obiektéw.

Podstawg metody Kleinera i Hartigana reprezentacji danych wielowymiaro-
wych jest uporzadkowanie cech, co uzyskuje si¢ dokonujgc hierarchicznego
ich grupowania w oparciu o pn(p-1)/2-e1ementowq tablice odlegtosci,wyzna-
czonych dla cech jako punktéw w przestrzeni n-wymiarowej. Uzyta metoda
grupowania hierarchicznego nie jest tu istotna, chociaz zalecane sg meto-
dy, dajgce w kolejnych etapach grupy cech o zblizonych liczebnosciach.,
Dobre rezultaty daje tu metoda najdalszego sgsiedztwa (patrz np. Hartigan,
1975 lub Mardia i in. 1979), preferowana przez Kleinera i Hartigana, a
takze metoda Warda (patrz Wishart, 1969 lub Karoriski i Calirski, 1973) wy=-
korzystywana w niniejszej pracy.

Otrzymany w rezultacie grupowania cech dendrogram, obrazujacy zwigzki
migdzy zmiennymi, wraz z odlegtosciami miedzy grupami cech oraz z tablicg
obserwacji stanowi podstawe do wyznaczenia schematycznych drzew reprezen-
tujgcych poszczegdlne obiekty. W konstrukcji tej dendrogram wraz z odle-
gtosciami miedzy grupami cech wyznaczaja Jednakowg dla wszystkich n obiek-
téw strukture, podczas gdy tablica obserwacji usrednionych wzgledem wyni-
kajgcych z dendrogramu grup zmiennych decyduje o dtugo$ciach poszczegdl-
nych segmentéw indywidualnych drzew.

W celu zilustrowania postepowania postuzymy sie przykadem zaczerpnie-
tym z ksigzki Hartigana (1975). W doéwiadczeniu badano mleko szesciu (n=6)
ssakéw, okredlajgc procentowy udziat czterech (p=4) sktadnikéw, ktérymi
byty: (1) woda, (2) biatko, (3) ttuszez i (4) cukier mlekowy. Uzyskane
obserwacje obrazuje tablica 1.

Tablica 1. Procentowy sktad mleka dla wybranych ssakéw

Cechy Woda Biatko Txuszcz Cukier

mlekowy

Dl ahtn (1) (2) (3) (&)
Wieloryb 64.8 BRI 212 1.6
Szeczur 72.5 9.2 12.6 3.3
Krélik %) ess 13,1 1.9
Lis 81.6 6.6 5.9 4.9
Zebra 86.2 3.0 4.8 5.3
Koni 90.1 2.6 1.0 6.0
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Po zastosowaniu metody Warda grupowania hierarchicznego cech otrzymano
dendrogram prezentowany na rycinie 1.
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Ryc. 1. Dendrogram grupowania cech dla danych z tablicy 1

Zgodnie z uzyskanym dendrogramem biatko i tiuszcz sg cechami sobie naj-
blizszymi (odlegtosé 10.98), wigzacymi sie nastepnie najsilniej z  zawar-
toscig cukru mlekowego (odlegtosé 23.85) i wreszcie z zawartoscia wody
(odlegtoéé 254.88). Otrzymane zwigzki oraz wymienione odlegZodci decydujs
o strukturze drzewa, ktdre jest grafem ztozonym z wezléw odpowiadajgcych
poszczegdlnym cechom oraz z weziéw i krawedzi ﬁynikajqcych z dendrogramu.
Schematyczne drzewo charakteryzujgce procentowy sktad mleka wieloryba
przedstawia rycina 2.

/3

/2/
/"

Ryc. 2. Drzewo dla procentowego sktadu mleka wieloryba
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Szczegétowe zasady rysowania drzewa sg nastgpujgce:

(A) Grubosé kazdej krawedzi drzewa, mierzona w poziomie, jest proporcjo-
nalna do liczby cech znajdujgcych sig na gatezi tg krawedzig zapoczgtkowa-
nej, przy czym grubos¢ podstawy drzewa jest proporcjonalna do liczby
wszystkich obserwowanych cech.

(B) Dtugoéé kazdej krawedzi drzewa jest proporcjonalna do $redniej ary-
tmetycznej wartos$ci cech znajdujgcych sig na galezi tg krawedzig zapoczgt-
kowanej.

(C) Kat k pomiedzy dwiema krawedziami wychodzgcymi z tego samego wg-
zta jest liniowg funkcJjg logarytmu odlegtosci dy migdzy grupami zmiennych
znajdujgcych si¢ na gateziach tymi krawedziami zapoczgtkowanych, przy czym
funkcja ta jest tak ustalona, aby odlegiosé najwigksza D oraz najmniej-
sza d odpowiadaly ustalonym z gdéry wartosciom kqta maksymalnego M i mi-
nimalnego m. Kgt ten wyznacza wzér

m (ln D - 1n dy) + M (1n dx - 1n d) i
InD~-1nd

W kazdym rozwidleniu kgt k dzielony Jjest na dwie czegsci proporcjonalne
do grubosci krawedzi tworzgcych rozwidlenie, przy czym mniejszy z tych kg-
téw okresla odchylenie grubszej gatezi od pionu.

(D) W kazdym rozwidleniu $ciezki zlozonej z kolejnych najgrubszych kra-
wedzi, stanowigcych tzw. piefd drzewa, kierunek krawedzi grubszej zmienia
sie z lewego na prawy i odwrotnie, natomiast dla galgzi znajdujgcych sig z
lewej (prawej) strony pnia w kazdym rozwidleniu krawedZ grubsza ma przypo-
rzadkowany kierunek lewy (prawy) od pionu. Najgrubsza krawedZ pnia drzewa
ma ustalony kierunek pionowy.

Zgodnie z tymi zasadami pierwszé krawedZ pnia drzewa przedstawionego na
rycinie 2 ma grubos$é réwng cztery jednostki oraz diugosé proporcjonalng
do $redniej arytmetycznej z czterech zaobserwowanych wartosci cech, ktdra
wynosi 24.67. W pierwszym rozwidleniu odchylenie od pionu lewej krawedzi,
odpowiadajgcej pierwszej zmiennej, wynosi 60°, a odchylenie od pionu pra=-
wej krawedzi, zwigzane] z grupg trzech pozostaiych zmiennych, wynosi 20°.
Kgqty te gcznie dajg rozwarcie krawedzi 80°, co odpowiada kgtowi najwigk-

szemu M-80°, przyporzagdkowanemu najwigkszej odlegosci miedzygrupowe]
D=254.88, W drugim rozwidleniu kgt migdzy lewg krawedzig, dotyczgcg dru-
giej i trzeciej zmiennej, oraz prawg krawedziq, odpowiadajgcg czwarte]

zmiennej, Jjest réwny

20°(1n 254.88 - 1n 23.85) + 80°(1n 23.85 - 1n 10.98)
1n 254.88 - 1n 10.98

=t 35,

gdzie kgt najmiejszy wynosi m=20°, a dx = 23.85. Ostatnie rozwidlenie
zwigzane Jest z odlegtodcig minimalng d = 10.98, a wigc kgt migdzy  kra=-
wedzig prawg i lewg w tym rozwidleniu wynosi m=20°. Zwréémy jeszcze uwage
na zmiane kierunku w kazdym rozwidleniu pnia (prosty, prawy, lewy) oraz na



24

1ie
Sebra ssosur
ket krélik

Ryc. 3. Drzewa dla procentowego skadu mleka dla wybranych ssakéw
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fakt, ze krawedzie koricowe majq Jednakowe grubosci oraz dtugosci  propor-
cjonalne do odpowiednich warto$ci z pierwszego wiersza tablicy 1.

Komplet drzew dla danych zawartych w tablicy 1 przedstawia rycina 3.
Z ich poréwnania tatwo ustalié podobieristwo procentowego skiadu mleka
wieloryba, szczura i krélika. Charakteryzuje sig ono niewielkg zawartoscig
cukru mlekowego oraz stosunkowo duzg zawartoscig biatka i tXuszczu, przy
czym ilos$é tluszczu w mleku wieloryba jest najwigksza. Zawartosci tych
trzech skadnikéw w mleku lisa, zebry i konia s§ bardziej wyrdéwnane, co
jest wynikiem zmniejszonej zawartosci biatka i ttuszczu oraz  zwigkszonej
zawartoséci wody i cukru mlekowego.

3. PRZYKLADY

W celu zilustrowania przydatnoséci oméwionej metody prezentacji  danych
wielowymiarowych w zagadnieniach klasyfikacyjnych siegnijmy do klasycznych
danych Fishera (1936) dotyczacych trzech odmian irysa (iris setosa, iris
versi colour, iris virginica). W tablicy 2 przedstawiono po dziesigé
pierwszych obserwacji dla kazdej odmiany z tego zestawu danych.

Ta bl £ o'a 2. Pomiary czterech cech dla trzech odmian irysa

Iris setosa Iris versicolour Iris virginica
1) (2)" i)y mE)s [ HnEsa(a)ssiis) (Gt (1), 4 262)- «(3) (4)
Sl 2.8 o Al 0s2 070 - 23:2 hs7. - tsh ] 6.3 3.3 1.6.0 2.9
4.9 300124 0,25 .64, 3.2 B35 1.5 e R A 1.9
4.7 3.2 1e3% 0s28].69 su3sl 4.9 159, 1.I>1 3.0 5.9 A |
4,6 3.1 1.5 0.2 55 2.3 4.0 1.3 | 6.3 2.9 .56 1.8
5.0 3.6 ftelt. 10211665, .2.8,; 4.6 1.9 6.5 3.0 5.8 2.2
5.4 359 pade 05k | 55T 228, b5 1.3 1.7<6, 3.0 . 6.6 2.1
4.6 Baberidsl 110301653 « B3 5 BT 1.6 | 4.9 2.5 4.5 p 501
5.0 . TR0 [ 5. 02 | 80 2oHs- - Fe3D 120, 3B 2.9 V63 1.8
4.4 259 k. 1020668 12:9.. 46 toBal Ot 2T rutd ol 1.8
4.9 3.1 1.5 0.1 D2z 25l 3.9 1.4 |, 7s2 3.6 “Bi1 2.5

(1) dtugosé listka, (2) szerokosé listka, (3) diugosé platka, (4) sze-
rokos$é ptatka.

W rezultacie zastosowania algorytmu Warda hierarchicznego grupowania
cech uzyskano dendrogram zobrazowany na rycinie 4,

Dendrogram ten w potgczeniu z danymi zawartymi w tablicy 2 prowadzi do
30 schematycznych drzew przedstawionych na rycinie 5, 2z ktérych kazde re-
prezentuje jeden badany obiekt. Uzyskane rysunki pozwalajg latwo ustalié,
2e obiekty oznaczone numerami 14, 18, 20 i 27 mogg byé mylnie klasyfikowa-
ne jako nalezace do odmiany iris setosa. Ogélnie mozna stwierdzié, 2Ze na
podstawie obserwowanych cech rozréznienie odmian iris versicolour i iris vi--
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Ryc.4. Dendrogram grupowania cech dla danych z tablicy 2

rginica Jest zadaniem trudniejszym niz odréznienie tych odmian od odmiany
iris setosa. Ta ostatnia odmiana obejmuje rosliny zdecydowanie mnieJjsze o
bardzo wgskich ptatkach i bardzo szerokich listkach.

W oméwionych przyktadach liczba réwnoczesnie uwzglednianych cech  byZa
réwna cztery. W przypadku, gdy liczba ta ulega znacznemu powigkszeniu,
wéwczas interpretacja schematycznych drzew powaznie sig utrudnia. Wynika
to nie tylko z ograniczonych mozliwosci percepcyjnych oka, ale takze stad,
2e przy duzej liczbie cech i zréznicowanych obiektach nie mozna w zasadzie
unikngé efektu nakladania sig gaXgzi bgdZ ich karowacenia.

Ostatni przyk*ad podyktowany jest checig wskazania rozwigzania kompro-
misowego, w ktdérym prezentacja graficzna dotyczy tylko ograniczonej liczby
cech przy zachowaniu jednakze mozliwie peinej informacji o badanych obiek-
tach. Rozwigzanie to polega na zastosowaniu opisanej metody drzew prezen-
tacji danych wielowymiarowych, ale tylko w odniesieniu do cech najistot-
niejszych, wyboru ktérych dokonuje sig przy uzyciu analizy sktadowych
gtéwnych,

Proponowane postgpowanie zilustrujemy korzystajgc z obserwacji uzyska-
nych w doswiadczeniu przeprowadzonym w roku 1973 przez Zakiad Genetyki
Ro$lin PAN w Poznaniu nad ros$linami przelotu (anthyllis vulneraria), po-
chodzgcymi z siedmiu miejscowosci usytuowanych w réznych regionach geogra-
ficznych Polski. Dla kazdej rosliny okreslono wartosci nastepujacych cech:
(1) wysokos$é wzniesienia nad ziemia, (2) diugo$é todygi gidéwnej,(3) liczba
kwiatostanéw na todydze giéwnej, (4) liczba wezldéw lisciowych, (5) dugosdé
pierwszego liscia odygi gtéwnej z blaszkg, (6) dtugosé ogonka lisciowego
pierwszego liscia odygi giéwnej, (7) liczba odgatezien pierwszego rzedu
todygi gtéwnej, (8) liczba odgatezier pierwszego rzedu ro$liny, (9) liczba
gtéwnych todyg, (10) liczba kwiatostandéw rosliny, (11) liczba kwiatostandéw
na szypulkach bez wezta, (12) diugos$é szyputki. W tablicy 3 dla kazde]
miejscowosci zestawiono wartosci Srednie, wyznaczone w oparciu o rosliny
stanowigce kazdorazowo trzy grupy o zblizonych liczebnosciach (od 18 do 20
roélin w grupie).

W celu wyeliminowania czes$ci cech przeprowadzono analize skXadowych
gtéwnych (patrz Caliniski i in., 1975) wyznaczajgc wektory wtasne oraz war-
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3, 8rednie obserwacje dwunastu cech dla siedmiu populacji przelotu
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tosci wiasne prébkowej macierzy korelacji. Wyniki analizy przedstawia
tablica 4.

Biorgc pod uwage skumulowany procentowy udzial kolejnych sktadowych
gtéwnych mozna ustalié, Ze zredukowanie problemu do szesciu wymiaréw (p=6)
pozwala zachowaé o badanych roslinach ponad 99% informacji wyrazonej szes-
ciu pierwszymi skiadowymi giéwnymi. Eliminacjg cech przeprowadzono kieru-
Jjac sie zasada (patrz Mardia i in., 1979, s.242) usuwania tych cech, kté-
rych udziat mierzony bezwzgledng wartoscig wspéiczynnika w wektorze wias-
nym w kolejnych skadowych giéwnych, poczynajac od ostatniej, byt najwigk-
szy. W rezultacie ze zbioru cech usunigto kolejne zmienne: (10), (7),(12),
(4), (1) oraz (6). iNalezy w tym miejscu zaznaczyé, ze uzyta tu procedura
eliminacji cech jest jedng z wielu mozliwych, przy czym nie wszystkie one
muszgq koniecznie eliminowaé te same cechy.

Dla pozostatych zmiennych, poddanych uprzednio standaryzacji w celu
zmniejszenia zbytnich dysproporcji, przeprowadzono grupowanie cech metodg
Warda, uzyskujgc dendrogram przedstawiony na rycinie 6.
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Ryc. 6. Dendrogram grupowania standaryzowanych cech pozostalych po elimi-
) nacji dla danych z tablicy 3 '

Nastgpnie dla kazdej miejscowosci wyznaczono po jednym drzewie repre-
zentujgcym Sredni badany obiekt. Komplet siedmiu drzew umieszczono na ry-
cinie 7.

Poréwnanie schematycznych drzew pozwala na bezposérednie potwierdzenie
wnioskéw sformulowanych w odniesieniu do anthyllis vulneraria przez Lu-
kaézewskq i in., (1978), a sprowadzajgcych sie do ustalenia podobieristw
populacji pochodzgcych z tych samych regionéw geograficznych Polski, tJ.
z regionu Wybrzeza (Wtadystawowo, Mielno), z regionu Tatr (Kalatdéwki,Skup-
niéw Uptaz) i z regionu Wielkopolski (Roznowo, Miedzychéd), oraz na
stwierdzeniu znaczécych réznic pomiedzy roslinami z réznych regiondéw geo-
graficznych, w tym réwniez odrgbnosci regionu Sudetdw (Lezyce) od pozosta-
tych.
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Wiadyszawowe
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Ryc. 7. Drzewo dla siedmiu populacji przelotu opisanych szeScioma wybrany-
: mi cechami

Autorzy pragng podzigkowaé prof. J. Szweykowskiemu oraz mgr K.bukaszew-
skiej za udostepnienie danych eksperymentalnych wykorzystanych w rozdzia-
le 3.
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